DIPLOMARBEIT

Uber Isospektralitit

von topologischen Ballen

Angefertigt am
Mathematischen Institut

Vorgelegt der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

Januar 2006

Von
Hagen Fiirstenau

aus
Bonn-Bad Godesberg






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Grundlagen
1.1 Das Laplace-Spektrum . . . . . .. . ... ... ... .....
1.2 Zweistufig nilpotente Lie-Algebren . . . . . . . . . .. ... ..
1.3 Der Laplace-Operator auf zweistufig nilpotenten Lie-Algebren

2 Ansatz und Fehler des Isospektralitits-Beweises
2.1 Definition der Gebiete und Reduktion . . . . . . . . . ... ..
2.2 Die Polynome ©P9(z,y) . . .. .. ... L.
2.3 Die harmonischen Projektionen Ay . . . . . . . . .. .. ...
2.4 Die Beweisidee . . . . . .. ... o
2.5 Erstes Problem: Invertierbarkeit der hy . . . . . . . . ... ..
2.6 Zweites Problem: Definition von «* . . . . . . ... ... ...

3 Ein anderer Ansatz
3.1 Zerlegung . . . . . ..o
3.2 Linearer Fall, Betrachtungvon D . . . . . .. ... ... ...
3.3 Linearer Fall, Betrachtung von D% . . . . . . . ... ... ...

Schluffbemerkung
Anhang

Literaturverzeichnis

il

11
11
13
16
20
21
22

27
27
29
31

33

35

39






Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéiftigt sich mit topologischen Billen, auf denen
Z. Szabo in [Sza01] isospektrale Metriken konstruieren will. Wir zeigen, daf
dieser Beweisgang fehlerhaft ist. Damit ist die Frage nach der Isospektralitét
der Beispiele offen, und wir untersuchen mdogliche Ansétze, ihre Isospektra-
litdt oder Nicht-Isospektralitdt zu beweisen.

Wir geben zuniichst einen kurzen Uberblick iiber das Problem der Iso-
spektralitiit. Fiir einen ausfiihrlicheren Uberblick vergleiche z.B. [Sch01]. Fiir
eine Einfithrung in die Spektralgeometrie siehe z.B. [Ber86].

Das Spektrum einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist das Eigenwert-
spektrum ihres Laplace-Beltrami-Operators unter Beriicksichtigung von Viel-
fachheiten. (Fiir berandete Mannigfaltigkeiten werden Dirichlet- und Neu-
mann-Randwertproblem betrachtet.) Zwei Mannigfaltigeiten heifen isospek-
tral, wenn ihre Spektra iibereinstimmen.

Ein wichtiges Problem der Spektralgeometrie ist die Frage, welche Ei-
genschaften einer Mannigfaltigkeit durch ihr Spektrum bestimmt sind. Die
Ausgangsfrage, ob es iiberhaupt Mannigfaltigkeiten gibt, die isospektral aber
nicht isometrisch sind, wurde bereits 1964 von J. Milnor positiv beantwortet
[Mil64]. Seitdem sind zahlreiche Beispiele fiir isospektrale Mannigfaltigkeiten
gegeben und dadurch eine grofe Anzahl von Eigenschaften gefunden wor-
den, die nicht durch das Spektrum bestimmt sind. Umgekehrt sind bestimm-
te Figenschaften wie die Dimension, das Volumen und die mittlere Skalar-
kriimmung (und allgemein alle Warmeleitungskonstanten, vgl. z.B. [BGMT71|,
[Gil84]) durch das Spektrum gegeben.

Fiir kompakte Gebiete in der Ebene kann das (Dirichlet-)Spektrum phy-
sikalisch als Spektrum der Eigenfrequenzen eines Trommelfells interpretiert
werden, weshalb M. Kac die Isospektralitdtsfrage hier als ,Can one hear the
shape of a drum?“ formulierte [Kac66]. C. Gordon, D. Webb und S. Wol-
pert gaben schlieklich in [GWW92| die folgenden Beispiele fiir (Dirichlet-
und Neumann-)isospektrale Gebiete in der Ebene, womit diese Frage negativ
beantwortet wurde:
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Noch unbekannt ist allerdings, ob es auch Beispiele mit glattem Rand gibt.

Eine grofe Klasse von Beispielen isospektraler Mannigfaltigkeiten kann
mittels einer Methode von T. Sunada gewonnen werden, die besagt, dall be-
stimmte Sub-Uberlagerungen einer Riemannschen Uberlagerung isospektral
sind [Sun85]. Aufgrund ihrer Konstruktion sind Beispiele dieser Art stets lo-
kal isometrisch und nicht einfach zusammenhéngend. Die ersten nicht lokal
isometrischen Beispiele (mit Rand) wurden von Z. Szabo in [Sza99| gege-
ben, die ersten geschlossenen, einfach zusammenhéngenden von D. Schiith in
[Sch99].

In [Sza01l| und [Sza05] sollten nun lokal nicht-isometrische Metriken auf
topologischen Billen und ihren Randsphiren konstruiert werden. Unabhén-
gig davon und mit anderen Methoden wurden solche Beispiele und sogar
stetige Familien isospektraler Metriken in [Gor01] konstruiert.

Die vorliegende Arbeit sollte sich urspriinglich damit beschéftigen, den
Beweis in [Sza01| zu analysieren und eventuell in den allgemeineren Kontext
Riemannscher Submersionen zu stellen, wie sie in [Bal04| untersucht werden.
Es stellte sich jedoch heraus, dak der Beweis an zwei Stellen Fehler aufweist,
die auch nach Riicksprache mit dem Autor bisher nicht zufriedenstellend
behoben werden konnten. Es erscheint zweifelhaft, ob die Beweisidee in ihrer
urspriinglichen Form beibehalten werden kann. Daher beschreibt die Arbeit
nun die Beweisidee aus [Sza01| sowie die auftretenden Probleme und stellt
dann einen moglichen neuen Beweisansatz vor. Sie ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 werden einige Grundbegriffe dargestellt. Abschnitt 1.1 de-
finiert den Laplace-Beltrami-Operator und stellt seinen Spektralsatz vor.
In Abschnitt 1.2 werden zweistufig nilpotente Lie-Algebren eingefiihrt, ih-
re Eigenschaften diskutiert und Beispiele gegeben, die in Kapitel 2 wieder
aufgegriffen werden. In Abschnitt 1.3 wird dann der Laplace-Operator auf
zweistufig-nilpotenten Lie-Algebren bestimmt, was die Grundlage fiir die bei-
den folgenden Kapitel schafft.

In Kapitel 2 werden zunéichst die Elemente des Beweisganges aus [Sza0l]
dargestellt. Dazu werden in Abschnitt 2.1 die Mannigfaltigkeiten B, und Bj
als topologische Bélle in den zweistufig nilpotenten Lie-Algebren n und n’



FINLEITUNG vii

eingefithrt. Aufserdem wird die Frage ihrer Isospektralitdt umformuliert, in-
dem Bj durch die isometrische Mannigfaltigkeit B} in n* ersetzt wird. In
Abschnitt 2.2 werden bestimmte Polynome auf einem Unterraum von n bzw.
n* definiert, die dann in Abschnitt 2.3 mit den Eigenfunktionen des Laplace-
Operators auf der Sphére in Verbindung gesetzt werden. In Abschnitt 2.4
wird nach diesen Vorbereitungen schlieflich die Beweisidee aus [Sza01| be-
schrieben, worauf in den Abschnitten 2.5 und 2.6 zwei Fehler dieses Ansatzes
analysiert werden, so dafk die Frage der Isospektralitit der Beispiele wieder
offen ist.

In Kapitel 3 stellen wir einen eigenen Ansatz vor, der moglicherweise
hilfreich beim Beweis der Isospektralitit oder Nicht-Isospektralitit der frag-
lichen Beispiele ist. Die Idee dieses Ansatzes wird in Abschnitt 3.1 formuliert.
Die Abschnitte 3.2 und 3.3 beschéftigen sich auf zweierlei Weise mit einem
einfachen Spezialfall und analysieren die Schwierigkeiten, die sogar hier schon
auftreten.

Im Anhang sind zwei Sétze aufgefiihrt, die im Verlauf der Arbeit beno6tigt
werden, aber keinen engen thematischen Bezug zu ihr haben und daher zur
besseren Lesbarkeit ausgegliedert wurden.

Ich mo6chte mich bei allen bedanken, die mich wihrend meines Studiums
unterstiitzt haben. Besonders danke ich Herrn Prof. Ballmann, der mir ein
interessantes Thema fiir die Diplomarbeit gegeben und mich stets mit viel
Geduld und gutem Rat betreut hat. Ebenfalls besonderer Dank gebiihrt Frau
Prof. Schiith, durch die ich erstmalig zur Spektralgeometrie fand und die
auch spéter immer fiir Fragen offen war, und Frau Prof. Carolyn Gordon,
die mit mir die Fehler, auf die ich gestofen war, diskutierte und mir wert-
volle Hinweise zu ihrer Tragweite gab. Herzlich bedanken mochte ich mich
aulkerdem bei Dr. Gregor Weingart, der mir einige Nachmittage opferte und
viele Fragen beantwortete, und bei Jan Christoph Kinne fiir aufmerksames
Korrekturlesen.

,Last but not least® danke ich meiner Familie fiir die Unterstiitzung viel-
faltigster Art, die ich immer erfahren habe, und Su-hee, wie immer, fiir alles.






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Das Laplace-Spektrum

Sei M eine (moglicherweise berandete) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit

Riemannscher Metrik (-,-). Man definiert den Gradienten einer Funktion
f € CH(M) als das Vektorfeld grad f auf M, fiir das in jedem Punkt p € M
und fiir alle v € T,M

((grad f),, v) = dfy(v)
Die Divergenz div X eines C'-Vektorfeldes X auf M definiert man mit dem
Levi-Civita-Zusammenhang V von M als Spur des (1, 1)-Tensorfeldes VX.

Nun kann man den Laplace- oder Laplace-Beltrami-Operator A von M auf
Funktionen f € C*(M) durch

Af = —div(grad f)
definieren. Ist ¢ : M — M eine Isometrie, so siecht man aus den Definitionen
A(f o p) = —div(dg™ (grad f)) = (Af) o (1.1)

Sei n = dim M. Sind E; (1 <i < n) Vektorfelder auf M, die in jedem Punkt
p € M eine Orthonormalbasis von T),M bilden, so gilt, da der Levi-Civita-
Zusammenhang metrisch ist,

Af = —div(grad f) = —tr V(grad f) = =Y (Vg (grad f), E;)
=1

= — Z (EZ (grad f, E;) — (grad f, inEi>>
=1

und demnach
n

A== (Ef - inEi) (1.2)

i=1
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Sind ¢y, ..., ¢, Geodétische von M mit ¢;(0) = p, so dak {c|(0),...,c,(0)}
eine Orthonormalbasm von T, M ist, dann gilt insbesondere (mit 0; := ¢}(0))

e
=1

Auf euklidischen Vektorréumen ergibt sich damit die bekannte Gestalt des
Laplace-Operators — > ", a a7 (Zuweilen wird der Laplace-Operator auch

mit entgegengesetztem Vorzeichen definiert, wir wollen uns in dieser Arbeit
aber an die hier aufgestellte Definition halten.)
Sei M das Innere von M. Gibt es ein f € C2(M)\ {0}, so daf

Af = \f

mit A € C, so heist f FEigenfunktion und der Vektorraum aller solcher f
Figenraum von A zum Figenwert . Ist der Rand 0M nicht leer, so unter-
scheidet man das Dirichlet-Randwertproblem, fiir das zusitzlich f € C°(M)
und f|on = 0 gefordert wird, und das Neumann-Randwertproblem, fiir das
feCH M) und V(f) = 0 gelten soll, wobei V das dufkere Einheitsnormalen-
feld auf M ist. (Wir wollen annehmen, dak M einen C'-Rand hat.)

Satz 1.1 (Spektralsatz des Laplace-Operators auf Funktionen). In
jedem der oben genannten Fdlle sind die paarweise verschiedenen Figenwerte
nicht-negative, reelle Zahlen und konnen zu einer Folge

0< A< A< — 0

angeordnet werden. Jeder Eigenraum ist endlich-dimensional und in C*(M)

enthalten. Die Eigenrdume sind orthogonal und ihre Summe liegt dicht in
L3(M).

Zum Beweis dieses Satzes vgl. z.B. |[Ber86]. Mit den Eigenwerten \; und
den entsprechenden Eigenrdumen E; definieren wir das Dirichlet- bzw. Neu-
mann-Spektrum von M als

spec(M) := {(\;,dim E;) ; ¢ € N}

Zwei Mannigfaltigkeiten M und M’ heiken Dirichlet-isospektral bzw. Neu-
mann-isospektral (auf Funktionen), wenn

spec(M) = spec(M')

(Gilt fiir die Eigenwerte \; bzw. A, lediglich A\; = ] fiir alle ¢ € N, so heiften
M und M’ isotonal.)
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1.2 Zweistufig nilpotente Lie-Algebren

In diesem Abschnitt stellen wir die Eigenschaften zweistufig nilpotenter Lie-
Algebren und ihrer Lie-Gruppen mit linksinvarianten Metriken vor, die im
Rest der Arbeit bendtigt werden. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion siehe
[Ebe94].

Definition 1.2. Eine Lie-Algebra (n, [-,-]) heift zweistufig nilpotent, wenn
m,n] C 3(n) # n gilt. Dabei ist [n,n] := span{[n,n'] ; n,n €n} das
Kommutator-Ideal und 3(n) das Zentrum der Lie-Algebra. Eine Lie-Gruppe
heifst zweistufig nilpotent, wenn ihre Lie-Algebra zweistufig nilpotent ist.

Seien v,3 # {0} endlich-dimensionale Vektorrdume tiber R, n := v & 3
(wir schreiben Elemente von n in der Regel als n = z+ 2z mit x € b und z € 3
oder #hnlich) und (-, -) ein Skalarprodukt auf n, so daf v L 3. Sei ferner

J 3 — s0(v)

z+— J,

linear und nicht-trivial (J # 0). Dann definiert J eine bilineare Abbildung
[,-] : 0 x b — 3 durch:

Vzes: ([ryl2) = (J.(2),y) (1.3)

Wir setzen diese durch 0 auf v x 3, 3 X v und 3 X 3 und dann bilinear zu
[,-] :m x n — 3 fort und erhalten

Lemma 1.3.

(i) nist mit [-,-] als Lie-Klammer eine zweistufig nilpotente Lie-Algebra,
und es gilt [n,n] C 3 C 3(n).

(ii) Gibt es ein z € 3, so dafi J, ein Automorphismus von v ist, so ist
3=3n).

(1i1) Ist J injektiv, so gilt [n,n] = 3.

Beweis.

(i) Nach Definition von [, -] gilt [n,n] C 3 C 3(n). Die Jacobi-Identitét ist
daher trivial erfiillt, denn alle Ausdriicke der Form [a, [, ¢]] sind 0. Die

Schiefsymmetrie von [-,-] ergibt sich aus der Schiefsymmetrie der J,
durch

Vzeg: <[$,y],2> = <Jz(x)>y> = <Jz(y)7x> = <—[y7$],2’>
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Es bleibt zu zeigen, daf 3(n) # n. Wére aber 3(n) = n, also n abelsch,
so ware [z, y] = 0 fiir alle z,y € v und damit

Yo,y €0, 2 €5: (J(v),y) = ([z,y],2) =0
also J = 0, was ausgeschlossen war. Daher ist n zweistufig nilpotent.

(i) Wir zeigen 3(n) C 3. Sei dazu = + z € 3(n) und 2’ € 3 so gewéhlt, dah
J, ein Automorphismus von v ist. Dann gilt

Vyev: (Ja(2),y) = ([z,y],2) =[x+ 2,9],2") =0
also J.(x) = 0 und damit =z =0, also z + 2z = z € 3.

(iii) Angenommen [n,n] wire echter Unterraum von 3. Dann gébe es ein
z € 3mit z # 0 und z L [n,n]. Also wére

Va,y €v: (J(2),y) = ([z,y],2) =0
und damit J, = 0, also J nicht injektiv. O

Die folgende Verallgemeinerung von Heisenberg-Algebren wurde zuerst in
|Kap80| definiert:

Definition 1.4. Eine zweistufig nilpotente Lie-Algebra n = v @ 3, gegeben
durch ein Skalarprodukt und ein Abbildung J wie oben, ist vom Heisenberg-
Typ, wenn J? = —|z|?Id fiir alle z € 3. (Insbesondere gilt dann nach Lem-
ma 1.3 [n,n] =3 = 3(n).)

Lemma 1.5. Ist n vom Heisenberg-Typ, so gilt fir v € v und z,2 €
(i) (Jo(z), Jo(x)) = (2,2") ||
(ii) J,o0Jy+ JyoJ, =—2(z2)Id.

Beweis. Es sind jeweils beide Seiten der Gleichungen bilinear und symme-
trisch in z und 2. Es reicht daher, sie fiir z = 2’ zu zeigen. (Der allgemeine
Fall folgt durch Polarisation.)

(1) (La(2), J(2)) = = (J2(x), ) = |2]*|2[?
(ii) J2+ J2=2J2=-2[2)°1d O

Bemerkung. Lemma 1.5(ii) entspricht der Relation in Clifford-Algebren. Ist
n vom Heisenberg-Typ, so kann also J als Darstellung der Clifford-Algebra
von 3 aufgefalit werden.



1.2. ZWEISTUFIG NILPOTENTE LIE-ALGEBREN 5

Beispiel 1.6. Sei v := C™ = R?*™, 3 := iR @ R und (-,-) das Standard-
Skalarprodukt auf n = R*™T. Mit der Standard-Basis {x1,y1,. .., T, Ym }
von v set J durch

Ji(z;) =y, Ji(y)i=—x; (1<) <m)
oder, was das gleiche ist, fir x € C™ durch
Joi(T) =iz

definiert. Dann ist n vom Heisenberg-Typ. Es handelt sich um die Lie-Algebra
der Heisenberg-Gruppe Hopi1.

Beispiel 1.7. Sei v := H™ = R, 3 := JmH = R3, (-,-) das Standard-
Skalarprodukt auf n =2 R*™*3 und J durch

J(x):=z-x

gegeben. Die dadurch definierte Lie-Algebra ist ebenfalls vom Heisenberg-
Typ, denn fir z € JmH gilt —|z|* = —2z = 2%. Sie heifft quaternionische
Heisenberg-Algebra.

Beispiel 1.8. Seien v,3 und (-, -) wie in Beispiel 1.7. Mit a+b = m definieren
wir die (a,b)-modifizierte Heisenberg-Algebra n(®® durch

JOO (1 wayy) = (231, ..., 2Ta, —2Tasts - - —2Tash)

fir alle z € 3 und © = (x1,...,%44p) € 0. Auch sie ist vom Heisenberg-Typ,
und Beispiel 1.7 ist als Spezialfall 0@t enthalten.

Wir versehen die Lie-Algebra n = v @ 3 nun mit folgendem Gruppenpro-
dukt:
(z+2) (' +2)=(x+2)+ (z+ 2 + 3[z,2) (1.4)

Die Assoziativitdat rechnet man sofort nach, das Inverse zu x + z ist —x — z.

n ist als Vektorraum auf natiirliche Weise eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Da das Gruppenprodukt affin linear in beiden Faktoren und damit
differenzierbar ist, wird n so zu einer Lie-Gruppe (n,-). Wie iiblich identifi-
zieren wir den Tangentialraum 7)., .n mit dem Vektorraum n. Wir schreiben
Oyt |zt> 0der Opr|zyy + Ou|ry, fiir den durch

Oty |ots(0) = &| _ oz + 2+ t(a' +2'))

(fiir alle glatten ¢ : n — R) definierten Tangentialvektor in T, .n. Geht der
Fufpunkt z + z aus dem Zusammenhang hervor, so schreiben wir auch 9,/ ./
bzw. Oy + 0,.
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Lemma 1.9. Fir das linksinvariante Vektorfeld X zu Oy . € Ton gilt
Xx—l—z = Oy + %a[x,:c’] € Tx-l—zn

Beweis. Die Linkstranslation mit dem Gruppenelement x + z sei mit L, ,
bezeichnet. Fiir jedes glatte ¢ : n — R gilt

Xero(9) = d{Lar 2o+ 1o) ()
= a:r:’+z/‘0(90 © Lx+z)
= 5o p(Lap=(t(a + 2)))
= 4| _ oz +ta') + (2 + t2' + 5[z, t2']))

= (ax’—&-z"x—l—z + %a[%x/”m‘“)(gp) -

Lemma 1.10. Die Lie-Algebra der Lie-Gruppe (n,-) ist (n,[-,-]).

Beweis. Da n = Tyn ist, bleibt nur zu zeigen, daf die Lie-Klammer [[, ]]
von (n,-) unter der Identifikation x + z — 0,y.|op mit [-,-] iibereinstimmt.
Seien Oy ., 01 € Ton und X bzw. X' die entsprechenden linksinvarianten
Vektorfelder. Dann gilt mit Lemma 1.9:

(Ot Burs]] = (XX = X'X)g
= Oppzfo X’ — Oprpr0 X
_ d
o %‘t:(} (Xt/(:c+z) - Xt(x’+z’))
d
N ﬁhzo (axl+zl+%t[xvml]|t(m+z) B ax-&-z-&-%t[a:ﬁx] |t(v’0’+zl)>

500 — 50 a1 lo

a[a:,x’] = a[x+z,x’+z’] O

Bemerkung. Nach [DK99, Theorem 1.14.3] gibt es zu jeder endlich-dimensio-
nalen Lie-Algebra n eine Lie-Gruppe N, deren Lie-Algebra n ist. Das Pro-
dukt (1.4) kann daher als Konstruktion dieser Lie-Gruppenstruktur auf n
selber aufgefafst werden. Ist X das linksinvariante Vektorfeld zu 0,,, € Tyn
und c(t) := t(z + 2), so gilt nach Lemma 1.9

Xc(t) = 8x+z|c(t) + %8[7&1,1] |c(t) = 8x+z|c(t) = C,<t)-
Daher ist ¢ Integralkurve von X und somit
exp (Drsnlo) = et) =tz + 2)

Das heifst, dak exp : Ton — n unter der Identifikation Ton = n die Identitit
auf n ist. Das Gruppenprodukt (1.4) ist daher ein Spezialfall der sogenannten
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Campbell-Baker-Hausdorff-Formel (siehe |[DK99, 1.7.3|, dort Dynkin’s for-
mula), die sich fiir zweistufig nilpotente Lie-Algebren zu

exp(0py2) - €xXp(Fpry2r) = €xp (aﬂc-I-z + Opryar + %a[%x'])

vereinfacht.

Wir setzen das Skalarprodukt (-, -) linksinvariant zu einer Riemannschen
Metrik auf (n,-) fort, die wir wiederum mit (-,-) bezeichnen. n wird so zu
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Wenn es zu keinen Miflverstandnissen
kommen kann, wird im Folgenden sowohl die Lie-Algebra als auch die oben
eingefiihrte Lie-Gruppe bzw. Riemannsche Mannigfaltigkeit mit n bezeichnet.

Wir fiihren noch einen Satz iiber die Isometrie solcher Mannigfaltigkeiten
an. [GWO7] folgend definieren wir zunéchst:

Definition 1.11. J und J’ heiken dquivalent und wir schreiben J ~ J',
wenn es Euklidische Isometrien A: v — v und C' : 3 — 3 gibt, so dak

Vz 63 . AJZAil = J/C(z)

Satz 1.12 (Isometrie). Seien die zweistufig nilpotenten Lie-Algebren n und
n' wie bisher auf v & 3 durch J bzw. J' (und das gleiche Skalarprodukt (-,-))
gegeben. Ist J ~ J'| so sind die Mannigfaltigkeiten n und w' isometrisch
vermége ® : x + z +— Ax + Cz.

Beweis. Sei AJLA™ = Jg, ) fiir alle z € 3 mit Euklidischen Isometrien A
und C. Wir zeigen, daf ® eine Isometrie n — n’ ist. Nach Voraussetzung und
mit (1.3) gilt fiir alle z € 3

([Ax, Axq]', Cz) = (Ji,(Ax), Axy) = (AJ, (), Axy)
= (L(x),21) = ([v,21], 2) = (C[z, 1], C)

Also ist [Az, Ax;]) = Clz, z1]. Mit Lemma 1.9 sieht man, dafs die Linkstrans-
lation des Vektors O, 4., |2+, in den Nullpunkt gerade 0,2, |0 — %8[1@1] |o ist.
Folglich ist (Wir schreiben (-, ); fiir die linksinvariante Metrik von n’ im
Punkt p.)

(Onzy+Co1s Onmy s Coa) agicn = (Am1 + Czy — $[Az, Azy]', Ao + Czy — 1[Az, Az,]")

= (71, T2) + <2’1 - %[IE,%],ZQ - %[CE,IQD

= <821+Z1 ) a9E2-‘:-Z2 >z+z

und somit @ eine Isometrie. ]
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Bemerkung. Es gilt auch umgekehrt J ~ J' wenn n und n’ isometrisch sind.
(Zum Beweis vgl. [GW97].) Als einfache Anwendung des Satzes sieht man,
daf die Mannigfaltigkeiten n(®®? und n®® aus Beispiel 1.8 isometrisch sind.
(Setze A :=1d, C':= —Id. Dann vertauscht ® lediglich die beiden Summan-
den in v = H* @ H°.). Mit der Umkehrung des Satzes kann man zeigen, daf
ansonsten die n(®? fiir festes a+b = m paarweise lokal nicht-isometrisch sind
(vgl. [Sza01, Theorem 2.1|).

1.3 Der Laplace-Operator auf
zweistufig nilpotenten Lie-Algebren

Fiir linksinvariante Vektorfelder X, Y, Z auf einer Lie-Gruppen mit linksinva-
rianter Metrik gilt X (Y, Z) = 0, und die Koszul-Formel fiir den Levi-Civita-
Zusammenhang (vgl. z.B. [ONe83, 3.11]) vereinfacht sich daher wie folgt:

(VY. Z) = (X, [Z.Y]) + (Y, [Z, X]) + (2, [X,Y]))

Wir wollen linksinvariante Vektorfelder durch Elemente von Ton = n re-
préasentieren. Dann gilt mit Lemma 1.10 und (1.3)

<VI+Z($’ +2), 2" + z”> =1((z 422"+ 2", 2"+ 7))

+(z' + 2 2"+ 2" x + 2])

+ (2" 42" [z +z,2 +2))

((z:[2",2]) + (<, [2", 2]) + (", [,27]) )
((fw,2'],2") = (J(a"),2") = (Jar(2),2"))
[z, 2] = (') — Jo(2)), 2" + z”>

und daher
Virs(a' +2) = [z, 2] — J.(«') — J.(2)) (1.5)

Wir wéhlen Orthonormalbasen {ej,..., e} von v und {é;,...,é} von 3.
Zur besseren Ubersicht werden im Folgenden lateinische Indizes fiir die e;
(1 < i < k) und griechische fiir die é, (1 < a < [) verwendet. Die linksin-
varianten Vektorfelder zu 0O,,|o und 0s,|o seien mit F; bzw. E,, bezeichnet.
Fiir sie gilt nach Lemma 1.9 (E;),1, = Oe,|psr + %a[x,ei] :

T+z und (Ea)$+z =

%
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Ozo |tz + 300,0) 042, also mit (1.3)

(Bevs =00 5 3 (ala), ) 0o (16)

a=1

(Ea>x+z = aoz (17)

wobei wir abkiirzend 0; := 0, 0y := 0, und J, = Js, setzen. Da es
sich bei 0; und 9, um die Koordinatenvektorfelder zu den durch die Basis
(e1,... €k, €1,...,€) kanonisch induzierten Koordinaten der Mannigfaltig-
keit n handelt, kommutieren 0; und 0, fiir alle ¢ und a.

Satz 1.13 (Laplace-Operator). Seien A, und A, die Laplace-Operatoren
auf den Buklidischen Vektorrdumen v bzw. 3. Fir den Laplace-Operator A
von n gilt im Punkt x +z €n

l

!
1
A=A+ A - > (Ja(@), Jo(2)) 0u0s — > OaDa

a,0=1 a=1

wobei D, die Ableitung nach dem Vektorfeld (x,z) — J,(x) bezeichnet. Ist n
vom Heisenberg-Typ, so gilt

A:An+(1+—> ZaD

Beweis. Nach (1.2) und (1.5) gilt

k l

A=— Z: (B2, — (VEE)rs) Z ( aps — EaEa)x—i-z)

a=1

l

( z )2
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Da die Terme (J,(z), e;) und (Jz(z), e;) nicht von z abhéngen, kommutieren
sie mit d,. Wegen (J,(x), e;) = ([z, e;], €4) hingt dieser Term nicht von der e;-
Koordinate ab, kommutiert also mit 0;. Schliefslich kommutieren 0; und 0, als
Koordinaten-Vektorfelder wie oben bemerkt. Zusammen mit (1.7) erhalten
wir also

D ILEDSLEED 3 O SIAEIRENE) PX

a,f=1 \i=1
l k
— Z 8a (Z <Ja(flf), €i> (9@>
a=1 =1
1 ! l
= Ao+ Ay - < > (Jal@), Jo(x)) 0a05 — Y 0aDa
a,f=1 a=1

Ist n vom Heisenberg-Typ, so ist nach Lemma 1.5(i)

l l

l
D (Jal@), J5(@)) 0ads = D (BasE6) [2[0a0 = Y |2°0% = —|2*A,
a=1

a,f=1 a,f=1

und die Aussage folgt. O



Kapitel 2

Ansatz und Fehler des
Isospektralitats-Beweises

In [Sza01] soll die Isospektralitit von bestimmten Gebieten in zweistufig
nilpotenten Lie-Algebren n und n’ gezeigt werden. Der dort angefiihrte so-
genannte Ballx Torus-Typ wurde auch in [Mar05| untersucht und auf die
in |Bal04| vorgestellte Methode zuriickgefiihrt, was allerdings fiir den so-
genannten Ball-Typ bisher nicht gelang. In diesem Kapitel soll dargestellt
werden, wie in [Sza01| versucht wird, die Isospektralitit fiir den Ball-Typ zu
beweisen, und an welchen Stellen dieser Beweisgang fehlerhaft ist.

2.1 Definition der Gebiete und Reduktion

Sei wie in Abschnitt 1.2 eine zweistufig nilpotente Lie-Algebra n = v&3 durch
(-,-) und J : 3 — so(v) gegeben. Sei weiterhin ¢ : b — v eine orthogonale
Involution, die fiir alle z € 3 mit J, kommutiert, und sei n’ = v @ 3 durch
J. =00 J, (und das gleiche Skalarprodukt (-,-)) gegeben. Die Lie-Klammer
von n’ soll mit [-,-], die linksinvariante Metrik mit (-,-)" bezeichnet werden.
Seien ferner k£ := dimv und [ := dimj. Fiir eine Funktion p : Rj — R
definieren wir

Byi={z+zen ;|2 < pllzl)}

und analog B), C n’. Wir wollen nur solche p betrachten, so dak B, diffeo-
morph zu einem (k 4+ [)-dimensionalen Ball ist. Das kanonische Beispiel fiir
p ist der Ball in n, der durch

,O(C):={ V1= fir 0<¢<1

negativ  fiir ¢ > 1

11
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beschrieben wird. Aber auch viele andere Funktionen p fiihren zu Gebieten
der gewiinschten Art (d.h. insbesondere zu einem glatten Rand). So wird z.B.
durch

p(¢) =

& fir 0<(<a
negativ  fiir (> «

ein (Voll-)Ellipsoid beschrieben, das aus dem vorhergehenden Beispiel durch
eine Streckung mit o > 0 in allen 3-Richtungen hervorgeht.

Im Rahmen des Ball-Typs soll in [Sza01| nun die Isospektralitit der Un-
termannigfaltigkeiten B, und Bj bewiesen werden, unter der zusitzlichen
Voraussetzung, dal ein sogenannter Einheits-Antikommutator existiert, d.h.
ein J,, # 0 (fiir ein 2y € 3), so dabk J,, o J, = —J, o J,, fiir alle z L z5 und
J2 = —1d.

Als besondere Beispiele fiir den Ball-Typ werden die Gebiete B,(;a’b) bzw.
B,S“""') in den (in Beispiel 1.8 beschriebenen) modifizierten Heisenberg-Alge-
bren n(*Y und n@*) mit a+b = o’ +¥ und {a,b} # {a’,b'} betrachtet. Diese
Algebren sind von der obigen Form, wenn man

0‘(1'1, s 7xa+b) = (371, coorLay TTatly - T xals Lalg s - axa-‘y—b)

setzt. (Ohne Einschrinkung sei ' > a angenommen.) Die Antikommutator-
Bedingung erfiillen sie stets, da in Algebren vom Heisenberg-Typ wegen Lem-
ma 1.5(ii) jedes J, mit |z| = 1 Einheits-Antikommutator ist.

Es soll nun ein Reduktionssatz vorgestellt werden, der es uns erlaubt, statt
der Lie-Algebra n’ eine isometrische Lie-Algebra n* zu betrachten. Diese wird
durch eine Abbildung J* gegeben sein, die sich im Gegensatz zu J' von J
nur auf dem eindimensionalen Unterraum von 3 unterscheidet, der von einem
fest gewdhlten Einheits-Antikommutator aufgespannt wird.

Satz 2.1 (Reduktion). Sein durch J gegeben und J,, Einheits-Antikommu-
tator. Sei ferner w' wie oben durch J' := oo J gegeben und n* durch J* mit

I JL o fir z o~z
20 J. fir 2z Loz

(und linear fortgesetzt). Dann sind v und n* isometrisch.

Beweis. Da o eine orthogonale Involution ist, zerféllt v in die Eigenrdume v
und v, zu den Eigenwerten +1 und —1 von ¢. Da ¢ mit den J, kommutiert,
sind v; und v, invariant unter allen J,. Sei nun A = Id |y, ® Joolo, : 0 — 0.
Dann ist A eine Euklidische Isometrie von v, und nach Satz 1.12 reicht es zu
zeigen, dals fiir alle z € 3

AJLA = T
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Wir betrachten die Fille z ~ zg und z L zy getrennt. Sei zunéchst z = \z.
Auf v, ist die Gleichung trivial erfiillt, und auf vy gilt
AJLAT =T 0 (0o Ny)od =T, = J:

Z

Ist andererseits z L zp, so gilt auf v; wegen ol,, = Id
AJA ' =00 ], =J, = J!
und auf vy wegen o|,, = — Id und der Antikommutator-Eigenschaft
AJLAT =T 0(00J.)oJ =—c0d,0l 0 =J. = J O

Wir kénnen nun analog zu B, und Bj auch das Gebiet B; C n* betrach-
ten. Die Isometrie aus Satz 2.1 14ft sich zu einer Isometrie der Untermannig-
faltigkeiten B), und B einschréinken (vgl. Satz 1.12). Wir haben die Frage
der Isospektralitét von B, und Bj also auf die der Isospektralitét von B, und
B} reduziert. Dabei bleibe der Einheits-Antikommutator J,, im Folgenden
fest gewahlt.

2.2 Die Polynome ©7(zx, y)

Wir betrachten nun den komplexifizierten Vektorraum v¢ := v ® C und set-
zen die J, komplex-linear sowie (-, -) komplex-bilinear darauf fort. Fiir z € v¢
schreiben wir A, := (z,-). Der Raum der homogenen, komplexwertigen Poly-
nome auf v vom Grad s wird von den Monomen \,, - -+ A\, mit x;, ...,z € b¢
aufgespannt und soll mit P bezeichnet werden. Sei S die Einheitssphire in
v. Dann bezeichne P° den Raum der auf S eingeschrankten Polynome aus
P2,

Wegen JZ20 = — Id handelt es sich bei dem Einheits-Antikommutator um

eine orthogonale komplexe Struktur auf dem Vektorraum v. Wir definieren
die iiblichen Einbettungen v — v¢:

Definition 2.2. Fiir 2 € v seien 2/, 2" € v¢ definiert durch

o’ =g (x —1iJ,(x))

2" =Lz +1iJ, ()

Die von den Bildern x’ bzw. z” aufgespannten Unterrdume von vg werden
mit v’ bzw. v” bezeichnet.

Einige elementare Eigenschaften sind im folgenden Lemma zusammenge-

falst:
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Lemma 2.3. Sei x,y € v.

(i) Es gilt vg = v @ v”. v und v" sind die Eigenrdume von J,, zu den
Eigenwerten 4+i bzw. —i.

(ZZ) <$l’y/> — <x//’y/l> — O

(iii) (' y") = 5 (@, y) + 5 (z, L0 (y))

Beweis.
(i) Es gilt
Jo(@) = 1oy = iy () = $(Jenl) + i) = i [z — iy (2))] = i
und analog J,,(z") = —iz”. Also sind v’ und v” in den entsprechenden

Eigenrdumen enthalten. Die Aussage folgt, da sich jedes x+iy € v¢ mit
x,y € vschreiben laht als x+iy = (2'+2")+ (., (y) — T, (y)") € o' Bo”.

(i) 4 (2", y) = (& — ity (), y — 1T (y))
= <3§', y> - <Jzo<x)7 Jzo(y)> —i <Jzo<x)7y> —1i <33, JZo(y>> =0
und analog fiir die andere Gleichung.

(i) 4(2',y") = (z —iJ5(2),y +1J5(y))
= (@, y) + (S (), Lo (¥)) + 1 (2, T4 (y)) — ({5 (2), y)
= 2(x,y) + 2i(x, J,,(y)) O

Wir definieren nun speziellere Polynome in P*:

Definition 2.4. Seien z,y € v. Dann definieren wir ©74(z, y) € PP*¢ durch
P NP NG AP\
OP(z,y) = Ap Ay = (@) (Y, -)

Den Unterraum von ]57““‘1, der durch diese (:)p’q(gc, y) mit x,y € v und festem
p und q aufgespannt wird, bezeichnen wir mit PP9. Die entsprechenden Ein-
schrinkungen auf die Einheitssphére S bezeichnen wir mit ©P9(x,y) bzw.

Pra.

Wir untersuchen zunéchst, wie sich die (:)p’q(zv,y) unter dem Laplace-
Operator A, (ebenfalls fortgesetzt auf komplexwertige Funktionen) verhal-
ten:

Lemma 2.5. A, (é’”%m,y)) = —2pq (2, y") OP 1171 (z y)
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Beweis. Es gilt

A, (@pqu> 282 )\P)\q//
:—Za (o) XN (e XX )

=- Z ( e NN, + q(q — 1) (¥, e)* Ao AE

+2pg (2, e;) (Y, ) Ag,‘lqul)
= —p(p— 1) {2/, ') NoT2XL, — q(q — 1) (", y") XL S,
= 2pq (', y") NN

Da nach Lemma 2.3(ii) die ersten beiden Terme verschwinden, folgt die Be-
hauptung. ]

Wir betrachten nun D,, den Operator der Ableitung nach dem Vektorfeld
x — J,(x). Da stets © L J,(z) gilt, ist dieses Vektorfeld tangential an S.
Daher ist D, auch auf P? definiert.

Lemma 2.6. Fir x € vg und z € 3 gilt
D. (A7) = —nA; " A
und damit speziell firn =1
Dz ()\:c) = _>\Jz(a:)
Beweis. Man rechnet fiir y € v direkt nach:
D.(N)(y) = 6Jz(y)|y()‘;) = n/\Z_l(y)an(yﬂy()\x)
=nAy " (y) (2. () = (=X Anw) (v) O

Lemma 2.7. Die ©P%(x,y) sind Eigenfunktionen von D.,,, dem zu der fest
gewdhlten komplexen Struktur J,, gehérenden Ableitungs-Operator. Es gilt

Dy, (0"(x,y)) =i(q — p)©"*(z,y)
Beweis. Mit Lemma 2.6 und Lemma 2.3(i) erhilt man
D.,(07(x,y)) = pDsy (A )AL AL, + gD (Agr) AL AL
= —PAry @) \o A = AL e N A
= —ipXL A%, +igN N,
= i(q —p)©"(z,y) O
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Nun kénnen wir sehen, dafs der Raum P in die Raume PP? zerfillt:

Satz 2.8. Fir alle s > 0 gilt

S

P =P

p=0

Beweis. Da die PP*7P nach Lemma 2.7 in den Eigenrdumen von D, zu den
paarweise verschiedenen Eigenwerten i(s — 2p) enthalten sind, ist die Summe
direkt.

Es bleibt zu zeigen, daf sich jedes Polynom in P* als Summe von geeig-
neten ©P4(z,y) mit p+q = s schreiben likt, denn dann gilt dies auch fiir P*
und ©P9(x, y). Es geniigt, Monome A, - - - A;, zu betrachten. Dann gilt aber

Aoy Aay = (Aot + Xgr) - (Ao 4 Aarr)
s (

S

»)

Z<)\$;,j,1 o )\"”;,j,p)(/\xg,j,pﬂ o )\‘”Z,j,s)
p=0 j=1

mit geeigneten x,, ; ,. (Es wird zunéchst tiber die jeweils (;) Terme mit genau
p Faktoren der Form )\, und dann iiber alle p summiert.) Nun ist aber
Ax;%]_’l e )\%M ein homoéenes Polynom vom Grad p auf dem Vektorraum
v’ C ve und /\w;’,jwl e >‘=’B;’,j,s ein homogenes Polynom vom Grad ¢ auf v”.
Da sich jedes homogene Polynom vom Grad p als Summe von p-ten Potenzen

schreiben 14t (siehe Satz A.1), gilt daher mit geeigneten v, ; ., Upj» € 0

(Aa

e e — p q
.1 /\%j,p) (/\mg,j,pﬂ )\wg,j,s) (Z A%,;#) (Z A%’Jw)
w v

= Z ép’q(yp,jw Up.jw)

v

Daher lafst sich insgesamt auch A, --- \,, als Summe von Termen der Form
OP4(z,y) mit z,y € v schreiben, was zu zeigen war. ]

2.3 Die harmonischen Projektionen h;

Sei H® C P* der Raum der harmonischen, homogenen Polynome vom Grad
s, also der Kern des euklidischen Laplace-Operators A, auf P*. Sei ferner
H? der Raum der auf die Einheitssphére S eingeschrinkten Funktionen aus
H*. Wie z.B. in |GHL90, Chapter IV.E| ausgefiihrt, ist H® der Eigenraum
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des sphérischen Laplace-Operators Ag zum Eigenwert s(s + k& — 2). Dort
(Lemma 4.50) wird auch dargestellt, daf

[5] 5]
P’ = @rmf[“% und P°® = @HS*% (2.1)

=0 =0

wobei r die Radiusfunktion auf v ist. (Fiir eine Orthonormalbasis {ey, ..., ex}
von v ist r = Zle AZ2..) Die Projektionen auf den jeweils ersten Summanden
(i = 0) dieser Summen seien mit h, bzw. hy bezeichnet. In dem folgenden
Diagramm sind die senkrechten Pfeile die Einschrankungen auf S:

ps _hs o pps

l l (2.2)

PS hs HS
Es kommutiert, da es trivialerweise auf jedem Summanden von P* kommu-

tiert. Wir wollen nun das Bild von ©P4(x,y) unter hy bestimmen. Wir geben
damit eine explizite Form des Ergebnisses von [Sza01, S. 460].

Satz 2.9 (Harmonische Projektion). Sei p+q = s und x,y € v gegeben.
Dann st

min{p,q}

hs(OP(z,y)) = OP9(z,y) + Z A;0P197T (g y)

Jj=1

mit
L [pllal; Y
b= o -,

wobei [x]; == x(x —1)--- (v — j + 1) das faktorielle Polynom ist.
Beweis. Wir definieren Operatoren X,Y und H auf B := @2, P* durch
9 1
X ==r5, Y := §AU und H :=[X,Y]

Wir wollen zeigen, da (X,Y, H) eine Darstellung der Lie-Algebra sl, auf
B ist. Zundchst bestimmen wir H genauer. Mit einer Orthonormalbasis
{e1,...,er} von v kann jedes Polynom als Linearkombination von Monomen
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der Form P = A\ - )\Z: geschrieben werden. Fiir solche Monome gilt
1 2
YI(P) = 712(AP) — 7A°P)
k

k
1
2 :Vz _1)\1/1, )\22)\:]1:> _ZAU<§ )\Zi)\:ZJrQ)\:Z)
i=1

=1

»-bll—‘

=1

k
Z( —1P+Zuz vi— DAL NP TR\
+ 2 Z (vi 4+ 2)(v; + 1 P+Zuj S DA AR\

j#i

und da die inneren Summen durch Umnumerieren wegfallen

H(P) =~ Xk: ((yi Y)W+ 1) — v — 1))P

i=1

Damit gilt nun

(X, H|(P) = Lr*(deg(P) + &)P — L(deg(r*P) + £)r*P

2

112 (deg(P) — deg(r*P)) P = —r?P = —2X(P)

und ganz &hnlich [Y, H|(P) = 2Y (P). Daher ist (X,Y, H) in der Tat eine
slo-Darstellung.

Da ©P9(z,7) homogen ist, ist es Eigenfunktion von H zum Eigenwert
A = s+ & Setze m := [£]. Dann ist 2(m + 1) > s = deg(P), also
Y™ (OP4(z,y)) = 0, und A > s > 2m. Daher gilt nach Satz A.2

O"(x,y) = ho + X?hy + -+ + X*" Ry, (2.3)
mit

ker(A,) 3 h, = !

1 m
nl[—A 4+ 2n], jz:; 2742551\ — 2n — 2],

72 ALHJ‘ <(:)p,q<m7 y)>
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wobei [z]; :=z(x —1)--- (z —j+1). Mit der Kommutativitdt von (2.2) und
da (2.3) der Zerlegung aus (2.1) entspricht, erhalten wir

s (€79(w,)) = ho(671(2,9) )| = o

und daher mit Lemma 2.5 (beachte r = 1 auf S)
= 1 .
(@) = 3 o a (6(e)|
min{p,q} 1 ‘ o
= 2 g Pl (224 € e, y)
=0 ' !
Damit folgt die Behauptung. [

Lemma 2.10. Fir alle z € 3 kommutieren Ag und D,. Damit kommutieren
auch hg und D, fiir alle s > 0.

Beweis. Fiir x € S definieren wir ¢; : S — S durch
i(x) :=cost -z +sint - J,(z)
Dann gilt fir v € T,.5
(t)s(v) =cost-v+sint - J.(v) € Ty, (2)S

und ¢, ist eine Isometrie, denn

<(<pt)*(v), (gpt)*(w)> = <cost -v+sint - J,(v),cost - w +sint - Jz(w)>
=cos’t - (v,w) +sin’t - (J.(v), J.(w))

= <U7 w>

Daher gilt nach (1.1) Ag(f o ;) = Ag(f) o ¢ fiir alle f € C?(S). Da die
Kurve t — ¢ () in t = 0 die Ableitung J,(x) hat, ist x — J,(x) gerade das
zu py gehorende Killingfeld und es gilt

d d

Ag(D.f) = il As(fopr) = al (As(f) o) = D.(As(f))

Also kommutieren Ag und D,. Daher sind alle H*~% als Eigenriume von Ag
D.-invariant, d.h. A, und D, kommutieren, denn sie kommutieren auf allen
Summanden von P* in (2.1). O
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2.4 Die Beweisidee

Wir betrachten Zylinderkoordinaten (&,r, z) auf n, d.h. wir setzen r := |z
und § = Ii_\ fiir einen Punkt n = 2 4+ 2z mit x # 0. Die Funktionen der Form

o(r, 2)OP9(y, y2)(§) mit p € C°(Rx3) und y1,y2 € v spannen einen dichten
Unterraum von L?(n) auf. (Die Funktionswerte fiir z = 0 werden durch den
auf v konstanten Term mit p = ¢ = 0 bestimmt.)

In [Sza01] soll nun zum Beweis der Isospektralitdt der Gebiete B, und
B eine lineare Abbildung r angegeben werden, die die folgende Zuordnung
realisiert:

@ h (@p’q@l, yz)) = hg (@*p’q(yla 3/2)) (2.4)

wobei ©*P(yy, 1) analog zu Definition 2.4 mit Hilfe der komplexen Struktur
J7, definiert wird. (Mit .J,, ist auch J} = oo J., Einheits-Antikommutator.)
Die in diesem k enthaltene lineare Abbildung, die die Zuordnung

@p7q(y17 92) = @*P:Q(yh y2)

realisieren wiirde, soll mit * bezeichnet werden. Gébe es solche Abbildungen
k und k*, so daft auch Produkte respektiert werden, d.h.

K" (@p’q(fl/h yz)@ﬁ’q(zh, ?]2)) =K (@p’q(yla ?/2)) K" (@M(Zjl; 172))

dann konnte gezeigt werden, dak x die Laplace-Operatoren A und A* der
Lie-Algebren n und n* verschrinkt. Es gilt ndmlich nach Lemma 2.7

D2 (0(y1,92)) = i(q — p)O"(y1, 2) (2.5)
und fiir z L zg sieht man &hnlich
D.(07"(x,y)) = —pAr. @) Al AL = qAsm ALAL
Da wegen der Antikommutator-Bedingung
T(2') = 1(0) = BT (2) = (el0) + 1, (o (2))) = ()"
und analog J,(z") = J,(z) gilt, folgt weiter

D.(0"(x,y)) = — p©™(0, J.(2))OF ()

0" (y), 0001, y) (26)

Aus (2.5) und (2.6) wiirde somit (mit der Multiplikativitat) k*o D, = D} ox*
fiir alle z € 3 folgen, da J, = J; fiir z L z gilt (vgl. Definition in Satz 2.1).
Da ferner die D, nach Lemma 2.10 alle mit h; kommutieren, wiirde

koD,=D ok (2.7)
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und mit Satz 1.13 im Falle des Heisenberg-Typs dann Kk o A = A* o k fol-
gen. Da x Randwerte auf B, und Bj respektieren wiirde, wire damit die
Isospektralitit von B, und Bj, also auch die von B, und B;, bewiesen. Auf
weitere Details und den Fall, daf nicht der Heisenberg-Typ vorliegt, soll an
dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden, da in dem bis hier skizzierten
Beweisgang bereits zwei gravierende Probleme auftauchen, die im Folgenden
erlautert werden sollen.

2.5 Erstes Problem: Invertierbarkeit der A,

In [Sza01, Proposition 4.2] wird behauptet, die harmonische Projektion hg
sei injektiv auf den Rdumen PP und lasse sich sogar zu einem invertierbaren
Operator T" auf dem gesamten Raum L?(S) fortsetzen. Darauf griindet sich
die Zuordnung (2.4), da hier die Umkehrbarkeit von hs vorausgesetzt wird.
Diese Behauptung ist jedoch nicht haltbar. Die Projektion

hs

L5]
ps P — @Hsf% L H
=0

kann aus Dimensionsgriinden nicht injektiv sein und daher auch nicht der
Operator T'. Dak die Abbildung h selbst auf den Teilrdiumen PP¢ (mit p > 0
und ¢ > 0) nicht injektiv ist, zeigt der folgende Satz. Dazu bemerken wir
zunéchst:

Lemma 2.11. Es gilt Pr~14—1 c pr4

Beweis. Sei{ey, ..., e} eine Orthonormalbasis von v, so dak J.,(eg;_1) = ey
und J,,(e9;) = —eq;_1. Eine solche Basis laft sich stets induktiv finden. Wir
setzen

k
R:=2) 0" (e;e;) € P
i=1
Es gilt, da die J,,(e;) bis auf Vorzeichen nur eine Umordnung der e; sind,

k 1 k

R=2) Ao =353 (Ae —idsye) e, M)
1=1 i=1
1 k
= 5; (A + A ) =7

Daher ist R =1 auf S. Mit Hilfe von Satz A.l sicht man aufterdem leicht
, , _ (yp1 P a1\ +p2,q1+
P14 (1’1, yl)@m q2 (I% y2> — <)\:13}1 )\xz) (Ay}l’AyZ/) g pPP1tpP2,q1+4z
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Daher folgt

k
(_)p—Lq—l(xy y) _ R@p—l,q—l(x) y) -9 Z @1,1(61}7 ei)@p—l,q—l(x, y) c ppr1

i=1
und damit PP~14-1 ¢ PP? wie behauptet. O
Satz 2.12. Seien p,q > 0 und p+ q = s. Dann st

ker(hg|pra) = PP~

Insbesondere ist also hs nicht injektiv auf PP, (Fir p = 0 oder ¢ = 0 ist
hg|pra nach Satz 2.9 die Identitdt.)

Beweis. Zum Beweis von PP~1471 C ker(h|pr.q) geniigt es nach Lemma 2.11,
hs(©P~1971 (7 y)) = 0 zu zeigen. Nach (2.1) ist aber

L5)
r2ép—1,q—l<x’y) c szs—z _ @TQiﬁs—Zi — ker (Bs)

=1

woraus das Gewiinschte mit der Kommutativitit von (2.2) folgt. Sei nun
umgekehrt P € ker(hs|prq). Da P € PP C P? ist, ist es Einschrankung
eines P € P*. Aus (2.2) folgt wiederum h,(P)|s = 0, und da ein homogenes
Polynom notwendig verschwindet, wenn es auf S verschwindet, erhalten wir

P € ker (izs) = p2ps2
also nach Satz 2.8

s—2
Pe Psz _ @Pi,sszZ
1=0

Da aber P in PP und daher nach Lemma 2.7 im Eigenraum von D,, zum
Eigenwert i(q — p) liegt, folgt nun auch P € pr~ha—1, O

2.6 Zweites Problem: Definition von x*
Der zweite Fehler des Isospektralitits-Beweises liegt in der Definition der Ab-

bildung x*, da die Zuordnung ©P%(yy, y) — ©*P9(yy, yo) nicht eindeutig ist.
Dies zeigt das folgende Beispiel, das auf eine Idee von C. Gordon zuriickgeht.
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Beispiel 2.13. Wie in Abschnitt 2.4 bemerkt, gilt J, (z') = J,,(x)" und
I (@) = J,(x), und daher ist mit Lemma 2.3(i)

O (Vo (), J2o (1) = Ay @) Ay ()7 = Ay (e Mg ()

2.8
= (—1)idp Ay = O"(y, 2) (28)

Sei wie tm Beweis von Satz 2.1 v = vy @ vy die orthogonale Summe der J,, -
invarianten Eigenrdume von o, so daf J., = J; auf vy und J.,, = —J auf
vy. Wihle nicht-triviale x € vy und y € vy mit |z| = |y|. Dann ist nach (2.8)

O ( (x4 y), Jop(x +y)) = O " (z +y, 2+ y)

aber linke und rechte Seite werden von der Zuordnung OP%(x,y) — O*P9(x, y)
auf unterschiedliche Funktionen abgebildet. Es ist ndmlich einerseits

(J5 (T (x + 1)), 2 + )
<J2() Jz( ),z +y)’

O (o (@ + 1), Sy (@ +9)) (z +y) =

aber andererseits

oMz +yr+y)(r+y) =1(x+yz+y)’
1
1

Also ist 0" (L, (x +y), Ly (x + 1)) # 0z +y,x +y) und somit k* aus
[Sza01] schon auf P! nicht wohldefiniert.

Auf Nachfrage teilte der Autor mit, x* konne widerspruchsfrei definiert
werden, wenn in den Termen der Form ©P4(x,y) stets x € v, und y € v; mit
i,7 € {1, 2} vorausgesetzt werde. Doch auch mit dieser Einschrankung wurde
(wiederum von C. Gordon) ein Beispiel gefunden, in dem £* nicht eindeutig
definiert ist.

Beispiel 2.14. Mit (2.8) gilt
@1’1(‘737 y) + 6171(97 x) = @l’l(Jzo(x)v JZO(y)) +o!! (JZO (y)7 Iz (:E))

Wiihlen wir x und y wie in Beispiel 2.18, so ist aber wegen J3 (z) L (z +y)
und J? (y) L (z+y)

O M@, y)(r+y) =z, o +y) (yr+y) = Ly = 0 (y,2)(z + y)
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und wegen J,,(x) L (x +vy) und J,(y) L (x +y)

O (g (@), o)) (2 + 1) = (2, (g (@) 2+ 1) (S, (oo () 2 + )

=1(—z,z+y) (yz+y)

= —glzPlyl”

= 0" (L (), S (@) (2 + )

und daher

O (1,y) + 0 (y, ) # O (T (2), T () + O (o (1), oo ()
Also ist auch hier k* nicht eindeutig definiert.

Allgemeiner kann das Problem wie folgt erkannt werden: Ist P ein Summe
von Termen ©P%(x,y) mit z,y € vy und @ eine solche mit =,y € vy, so soll
k* auf P die Identitdt und auf @) die komplexe Konjugation sein. Dann wire
aber

K*(iP)K*(Q) = iPQ
#(P)R*(1Q) = —iPQ
was die Vetrdglichkeit von £* mit der Multiplikation ausschliefst.

Noch allgemeiner sieht man, daf die Existenz eines invertierbaren, linea-
ren Operators k, der Polynomgrade auf v erhielte (oder zumindest Automor-
phismus des Dualraumes D(v) wire) und (2.7) fiir alle z € 3 erfiillte, schon
die Tsometrie (und somit die Trivialitéit des Isospektralitéitsproblems) von n

und n* zur Folge hétte. Es gilt ndmlich nach C. Gordon (und einem wichtigen
Hinweis von D. Schiith):

Satz 2.15. Existiert ein Automorphismus k des Dualraumes D(v) von v mit
Dok = koD, fir alle z € 3, so sind die Mannigfaltigkeiten n und n*
isometrisch.

Beweis. Sei A : v — D(v), x — (z,-). Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz
ist A invertierbar. Mit Lemma 2.6 erhalten wir D, o A = —X o J, und analog
Di o)\ = —XoJ}, also ist insgesamt fiir alle z € 3

J;:—)\_loD;‘o)\:—)\_lo(/{oDzom_l)o)\
:(A_lo/{o)\)ojzo()\_lo/qo)ofl

Mit K := Al okro \ist also J: = KJ,K~!. Durch Polarzerlegung erhilt
man K = AH mit einer Isometrie A: v — v und H := vKTK. Da J, und
J? schiefsymmetrisch sind, gilt

H*J,=K'KJ, =K' J'K = -K"(J))"K = —J' K"K = J.H*
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Daher kommutiert J, auch mit der Quadratwurtel H von H? und wir erhalten
J'=KJK'=AHJ.H A = AJ,A™!

d.h. J ~ J*. Mit Satz 1.12 folgt die Isometrie. O






Kapitel 3

Fin anderer Ansatz

Nach den Ausfiihrungen in Kapitel 2 und insbesondere Satz 2.15 ist es nicht
erfolgversprechend, die Operatoren D, und D! einzeln verschrinken zu wol-
len. In diesem Kapitel soll ein Ansatz untersucht werden, der versucht, die
Operatoren

l l
D:==> 0.Dy und D':=-) 0,D,
a=1 a=1

zu verschrinken.

3.1 Zerlegung

Seien die Bezeichnungen wie in Kapitel 1 und Kapitel 2. n und n’ seien vom
Heisenberg-Typ. Es gilt (mit k& = dim v)

k—1 1
Do =0+ ——0,+ 5As

also nach Satz 1.13

A=6+D

3.1

A/:5+D/ ( )
r? s k—1 1

§o= (14— ) A+ + 08, + =Ag
4 r r2

Wie in Abschnitt 2.4 verwenden wir Zylinderkoordinaten (£, 7, z) auf n
bzw. n’. Wir setzen

By :={(r,z) eRx3 ; p(lz]) <r}

27



28 KAPITEL 3. EIN ANDERER ANSATZ

und definiere damit
Vei=span {f = o(r.2)f(€) € C¥(B,) 9 € CF(B,), J € H'}

und analog Vi C C*(B)). Funktionen in V; bzw. V{ erfiillen damit automa-
tisch sowohl die Dirichlet- als auch die Neumann-Randbedingung.

Lemma 3.1. V, ist invariant unter A und A\’.
Beweis. Ist f € H*, soist Ag(f) = s(s+ k —2)f. Fir ¢f € V; ist daher

2 _ —
sen = (147 ) v+ te 4 LA rew.

Nach Lemma 2.10 kommutieren Ag und D, (bzw. analog D!) fiir jedes a.
Daher ist mit f € H® auch D,(f) € H® und somit

l

D(pf) = — Zaa(‘P)Da(f) eV

a=1
und analog fiir D". Nach (3.1) ist also Vj invariant unter A und A’. O

Es kann nun versucht werden, entweder die Isospektralitit der Gebiete
B, und B;) auf den Rdumen V; einzeln zu zeigen oder sie auf einem der Vi zu
widerlegen. Da ¢ selbstadjungiert ist und mit D bzw. D’ kommutiert, konnen
wir die gemeinsamen Eigenrdume betrachten. Mit (3.1) sieht man, daf die
Isospektralitit von A und A’ also dquivalent zu der von D und D’ ist.

Da die Menge {2 ; v € v} den Raum P* aufspannt (vgl. Satz A.1) und
dieser endlich-dimensional ist, gibt es eine Basis (A; ,...,\; ) von H*® C P*.
Also 1d#t sich jedes F' € V schreiben als

F= i Pide,
=1

mit ¢; € C=(B,). Damit ist D(F) und D?*(F) durch den folgenden Satz
bestimmt:
Satz 3.2. Fir p € C2(B,) und v € v gilt

l

(i) D(pA}) =5 32 (0ap) Ny Araw)

a=1

l
(ii) D*(pA}) = s8,(pA7) + s(s — 1) BZ_ (0008 ) AT Ao M s 0)

a 1

und analog fir D" mit J'.
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Beweis.
(i) folgt sofort mit Lemma 2.6.

(ii) Wir bemerken zunéchst mit Lemma 2.6

Do o Dg(X)) = —sDa(NS ' Asy))
= s)\zfl)\(]auﬁ(v)) + 8(8 — 1))\;9)72)\]&(,,))\%(0)

Damit folgt nun (da nach Lemma 1.5(ii) J,(Js(v)) = —JgJa(v))

l
D*(0X) = Y (9a039) (Do © Ds(X}))
a,B=1
l l
:Z 20) D) + Y (8a059)(Da © Dg + Do Da)(X3)

a,B=1
a<f

!
Z(@igp) (=sX) +s(s = DAT2AT ()
a=1

l

+ ) " (0ads) - 25(s — DA A1) A g5
a,B=1
a<f

l

= sA;(pA;) +s(s — 1) Z (aaaﬁgp))‘f)_Q)\Ja(v)AJg(v)

a,B=1

3.2 Linearer Fall, Betrachtung von D

Fiir den Fall s = 0 ist die Isospektralitdt auf V; trivial, denn nach Satz 3.2(i)
gilt D = D’ =0 und damit sogar A = A" auf Vj,.

Wir untersuchen also den einfachsten nicht-trivialen Fall, ndmlich s = 1.
Dain [Sza01] in erster Linie die Gebiete Béa’b) und Béa/’b/) in den modifizierten
Heisenberg-Algebren aus Beispiel 1.8 mit a +b = a’ + 0 und {a, b} # {a, '}
betrachtet werden, wollen wir uns hier auf diesen Fall beschrinken. (Ohne
Einschriankung sei a < o’ angenommen.) Dadurch treten die Schwierigkeiten
eines potentiellen Isospektralitdtsbeweises, die sich selbst fiir den Fall s = 1
schon ergeben, klarer hervor.

Sei {e;; ; 1 <i<m, 1< j <4} die natiirliche Orthonormalbasis
von v = H™ (e;; = (1,0,...,0),e12 = (1,0,...,0),...,ems = (0,...,0,k)).
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Fiir 3 = Jm H wihlen wir als Basis {i, ], k}. Setze f;; := A, und

1
Vii= {Z eifi; 5 ¢ € Ccoo(Bp)}
=1
Da H! = P! der Dualraum von b ist, gilt damit

Vi=EPVi
1=1

Wir schreiben J := J@® und J' := J@*) und analog fiir die Vektorfelder D
und D’. Dann gilt nach Satz 3.2(i)

3

D(ngZ‘j) = Z(aaSD)/\Ja(eij)

a=1

und analog fiir D" und J'. Nach Definition von J und J’ (siehe Beispiel 1.8)
sind die V;; also invariant unter D und D’ und es gilt

Dly,, = D'y, fiir i < aund i > a
D|Vl,i - _D/|V17i fira<i< a

Auf den V;; vom ersten Typ ist die Isospektralitit von D und D’ klar. Wir
betrachten daher einen Raum V) ; vom zweiten Typ. Sei

4
F= Z%’fzj € Vi,
=1

Dann ist
3 4

D(F) = Z Z aa(@i))‘Ja(eij)

a=1 j=1

Die Terme .J,(e;;) konnen leicht bestimmt werden. So ist z.B. fir a = 1
und j = 1 gerade Ji(e;1) = i- e = e oder fir « = 3 und j = 4 gerade
Ji(eia) = k- ey = —e;1, und daher ist A\j,,) = fi2 baw. Aj e,y = —far-
Insgesamt bestimmt man so

0 -6 =0 -\ [¥ fa
g 0 =0 O 2 | | fi2
0 ok 0 =06 ©3 i

 —0 G 0 P4 Jfia
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Das Eigenwertproblem von D auf Vi ; ist also die Frage nach den Eigenwerten
der obigen Matrix auf dem Raum C2°(B,)*, oder anders ausgedriickt die
Frage nach den Losungen des partiellen Differentialgleichungs-Systems

—0ip2 — 053 — Oips = Ay
O0ip1 — Okps + 0504 = Ao
Ojp1 + Okp2 — Dips = Ap3
Okp1 — Ojpa + Dips = Apy

Zum Beweis der Isospektralitit von Dly,, und D'|y,, = —Dl|y,, miite also
gezeigt werden, dak dieses System zu n linear unabhéngigen Losungen fiir
A = )\g immer auch n linear unabhingige Losungen fiir A = —\q besitzt. Dies
ist aber nicht ohne Weiteres ersichtlich.

Bemerkung. In einer vereinfachten Version des Gleichungssystems ist das
Problem leicht 16sbar: Das System

—0ip2 = Ay
3i901 = A2

entsteht, wenn man fiir die modifizierten Heisenberg-Algebren aus Beispiel 1.8
statt des quaternionischen Falls v = H*** den komplexen Fall mit v = C**+?
und 3 = iR wiihlt und analoge Uberlegungen wie oben anstellt. Ist (¢1, ¢2)
eine Losung des Systems fiir den Eigenwert A, so ist offenbar (1, —¢s) eine
Losung fiir —A, womit die Isospektralitit gezeigt ist. Das Ergebnis ist aller-
dings nicht von Bedeutung, da die so definierten (komplexen) modifizierten
Heisenberg-Algebren ohnehin isometrisch sind. Das folgt aus Satz 1.12 wenn
man A : €T — €+ als

A(xla B ,l’a+b) = (‘Th <oy Lay Latly - -5 Lals Ta/41y - - - 7$a+b)

und C' := Id wahlt, denn dann ist fiir alle z € iR

a,b) 4—1 o _—
AJ; VA Y (21, . Tags) = A(ZT1, . ., —2Tais - s —2Tar41,s - - -)
= (21, ., —Tqi1Zy ey — 2T i1, - )
a’' b’
:Jé )<I1,...,$a+b>

Man sieht, dafs hier die Kommutativitit von C entscheidend ist.

3.3 Linearer Fall, Betrachtung von D?

Nach Satz 3.2(ii) gilt D?|y; = A,|y;. Die Eigenwerte sind also nach Satz 1.1
nicht-negative, reelle Zahlen. Wir betrachten wie im vorhergehenden Ab-
schnitt ein Vi; mit Dy, , = =Dy, .



32 KAPITEL 3. EIN ANDERER ANSATZ

Definition 3.3. Ist A ein Eigenwert von D?|y, ,, so sei W, C Vi, der ent-
sprechende Eigenraum.

Lemma 3.4. Mit of € W, sind auch (A4 D)(¢f) und (A —D)(pf) in W,.

Beweis. Sei of € W). Dann gilt

D*(A £ D)(¢f)) = AD*(of) + D*(of)
=Nof £ XD(ef)
=X ((A£D)(¢)))

also auch (A £ D)(pf) € W,. O

Lemma 3.5. Fir of € Vi; sind (A4 D)(¢f) und (A — D)(¢f) Eigenfunk-
tionen von D zu den Eigenwerten X bzw. —\.

Beweis. Man rechnet direkt nach

D((A £ D)(¢f)) = AD(pf) £ X*(¢f) = £A((A £ D)(2f)) O

Damit sind A+ D und A — D die Projektionen auf die Eigenrdume zu den
Eigenwerten +\ bzw. —\ in

Wy =W oW,

Koénnte nun fiir A > 0 gezeigt werden, daR dim W™ = dim W, so wiirde die
Isospektralitdt von D und D’ auf allen V;; und damit auf V; folgen. Es ist
aber noch nicht einmal ersichtlich, dak beide Eigenwerte auftreten (d.h. dak
die Dimensionen ungleich 0 sind).

Da die gleichen Uberlegungen wie oben auf jeden Operator M anwendbar
sind, fiir den M? diagonalisierbar mit nicht-negativen Eigenwerten ist, aber
solch ein M natiirlich keine negativen Eigenwerte zu haben braucht (z.B.
M = 1d), miifste ein solcher Beweis notwendig auf weitere Eigenschaften von
D zuriickgreifen. Die Probleme die sich dabei ergeben, sind allerdings schon
im vorhergehenden Abschnitt diskutiert worden.



Schlufsbemerkung

Es wurde gezeigt, daf der Beweis fiir den Ball-Typ aus [Sza0l| fehlerhaft
ist. Damit ist unklar, ob die gegebenen topologischen Bille isospektral sind
oder nicht. Die Isospektralitidtsbeweise der Randsphéiren und der entspre-
chenden Bélle und Sphéren in den auflosbaren Erweiterungen der zweistufig
nilpotenten Lie-Algebren in [Sza05] (und teilweise in [Sza0l]) beruhen auf
der gleichen Beweisidee und weisen daher die gleichen Fehler auf. Die Frage
ihrer Isospektralitit ist somit ebenfalls offen.

Von Z. Szab6, C. Gordon und dem Autor wurden verschiedene Versuche
unternommen, den Beweis zu korrigieren, was aber bisher nicht gelang. In der
vorliegenden Arbeit wurde dargestellt, dafs die Beweisidee dafiir substantiell
modifiziert werden miifste. Ein Ansatz dazu und die selbst in einem einfachen
Spezialfall auftretenden Probleme wurden diskutiert.

Ohne weitere Erkenntnisse scheint es ebenso moglich, daf keine Isospek-
tralitat vorliegt. Aber auch fiir einen Beweis der Nicht-Tsospektralitdt konnte
der beschriebene Ansatz niitzlich sein.
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Anhang

Satz A.1 Sei V ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer Vektor-
raum. Firx € V sei A\, := (x,-). Jedes homogene Polynom auf V vom Grad
n lift sich schretben als Summe

N

§ : n
CLZ')\%_

i=1

mit geeigneten N € N, a; € R bzw. a; € C und x; € V (1 <i < N).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Monome \,, --- A, mit y; € V zu be-
weisen, was wir durch Induktion nach dem Grad n tun. Fiir n = 0 ist die
Aussage trivial. Nehmen wir also an, sie sei fiir ein n bewiesen. Dann gilt fiir
ein Monom vom Grad n + 1

N
A A = Mgy A ) Ay = (Z aix\;‘i> Ay

=1

Die Aussage bleibt also nur noch fiir Monome der Form A?\, mit z,y € V
zu zeigen. Nun gilt aber mit noch zu wéhlenden a; und b;

n+2 n+2
Z aj)\Zj;;jy = Z Clj(/\m + bj)\y)TH-I
7j=1 j=1
n+2 n+1
n+1\ .,
=Z%Z( )Mﬂwm“
j=1 pn=0 K

n+1 n+2
1
=S (S (1 ey
p=0 \j=1 H

Die Aussage ist bewiesen, wenn a; und b; so gewihlt werden kénnen, daf der

Ausdruck
n+2

D>t}

J=1

35
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nur fiir 4 = 1 nicht verschwindet. Wir setzen a := (ay,...,Gp42) € R"+2
und b, = (bf,...,b,,,) € R"™. Sind die b; (1 < j < n + 2) paarweise
verschieden, so sind die Vektoren (by,...,b,.1) linear unabhéngig, denn sie

bilden die Vandermonde-Matrix, deren Determinante [];_, (b; —by) ist. Setze
U := span{bg, by,..., b, 1} und withle a € U+. Wegen b; ¢ U und da U
Hyperebene in R™™ ist, gilt dann (a,b;) # 0 und (a,b,) = 0 fiir 4 # 1. Das
aber war zu zeigen. O]

Der folgende Satz und das darauffolgende Lemma sind [Wei97, Anhang B]
entnommen:

Satz A.2 Sei (X,Y,H) eine Darstellung der Lie-Algebra sly auf einem
(nicht notwendig endlich-dimensionalen) Vektorraum V. Sei ferner v € V
Eigenvektor von H zum Eigenwert \, und sei k € IN mit Y* v = 0. Ist dann

AN {2,3,...,2k}, so gilt
v =1+ Xv; + X%y + -+ XFy,

wober fiir 0 <v <k

E

1 —  Xryrtry
vy, = € kerY
vi[—-\+2v], . pA—2v —2],

i
=)

Dabei sei [x], == x(x — 1)+ (x — v + 1) das faktorielle Polynom.
Beweis. Fir X und Y gilt die Kommutator-Relation
[X*Y] = pX*H(H +p—1)

denn fiir g = 1 ist das die Definition von H = [X, Y] und induktiv sieht man
fir g+ 1 (unter Verwendung von [H, X| = 2X)

(XL Y] = XFHY - XY X + XFY X - Y X#H
= X*X, Y]+ [X*Y]X
= XVH +puXP ' (H+p—-1)X
= X' plH, X] + (p+ D)X H + p(p = 1)X)
= (p+ )X HXH + uX)
=(p+HX*H+ (p+1)—1)

Auferdem folgt aus [H,Y] = —2Y sofort

HY Y — YHYM—H/—l _QYKtY — L = Y’H_V(H — 2(,& + V))
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und daher
XHY Vg, XYy Rty — XY R (H — 20— — 1o
pA—2v-2],) pA—2v—2],
Xyl Xty iy

TN =20 -2, (u— DA =20 -2,

(Der zweite Term féllt fir 4 = 0 weg.) Summation iiber p von 0 bis k — v
ergibt dann
1 kazzykJrl

V) = i To, o2 =2,

da Y**1y = 0 nach Voraussetzung. Also ist in der Tat v, € kerY'.
Es bleibt zu zeigen, dafs sich die X”v, zu v addieren. Es gilt aber

>

v=0 v

k—
< Xty mtvy

— A+ 20, [N = 20 — 2],

Mw

7

1
X'yl
— (WFZVZ pl =X+ 2v), [N —2v — 2]#)

Fiir [ = 0 ist die innere Summe offensichtlich 1. Der Satz ist also bewiesen,
wenn sie fiir [ > 0 verschwindet. Das ergibt sich aber aus dem folgenden
Lemma mit z = A — [ — 1, da nach Voraussetzung \ ¢ {2,...,2[} ist und fiir
die faktoriellen Polynome

= |l

[+ pl[—z+vl,=N—1—=1+pL[-2+1+1+7],
—AN=v =1 [-A+pu+20+1],
= (=D'=A+2v], [N —2v - 2],

gilt. ]

Lemma A.3 Istl>0undx ¢ {-l+1,...,1—1}, so gilt

1
=0
S

Beweis. Zunéchst bemerken wir, daf das Polynom (I + 1)-ten Grades

e ()0

utv=l
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an den 2] + 1 Stellen z = —I[, ..., verschwindet und somit fiir [ > 0 das
Nullpolynom ist. In den Summanden mit ¢ > [ — z oder p < —z verschwin-
det nidmlich jeweils einer der Binomialkoeffizienten, und die Summanden fiir
max{—z,0} < p < min{l — x,l} heben sich wegen

(x+(v—x)—(u+x))(i:3;> <i:xx) :_(eru_y)(l;x) (ltx)

alle weg. Daher gilt fiir alle z ¢ {—{+1,...,l — 1}, indem wir die Binomial-
koeffizienten umschreiben

oo 3 letn=nli=alli+a,

ptv=l M!V!

B @+l (x+p—v) (-1)*[z—1+2u— 1],
B Z p i+ — v, [l —z—pl,
1

= [33 -+ l]zl
+1 #%::l p e + ply[—x + v,

ptrv=l

Damit folgt

1
DTN e P
/HrV:l’u' ’ v ®

fir o ¢ {—1[,...,1} und aus Stetigkeitsgriinden auch fiir x = £I. O
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